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Temas

1. El principio de racionalidad

2. La paradoja de San Petesburgo

3. El principio de utilidad esperada

4. Enfoque de la economia en von Neumann y Morgemnst

5. Experimento de mercado basado en Cournot

Desarrollo

1. El principio de racionalidad: maximizar pagos mmetarios y maximizar utilidad

Adam Smith plantea el principio de interés propiomo guia de las acciones
individuales. Cournot presenta una formalizacioreenontexto de pagos monetarios, las
empresas que maximizan sus beneficios. Este emeigio de racionalidad estrecho.

Mas en general, la maximizacion del pago monetadpio no alcanza para contextos
donde influyen factores no monetarios, o directdm@o hay pagos monetarios directos.
Por eso, en el caso mas general, la racionaliddfidual se plantea en términos de
maximizacion de la utilidad, como sucede por ejengpl la teoria del consumo. Este es el
principio de racionalidad amplio.

Si hay incertidumbre, hace falta generalizar laide maximizacion de utilidad. Vamos
a verlo primero con un ejemplo concreto. Luego, eam dar los fundamentos de la
maximizacion de la utilidad bajo incertidumbre, due un aporte clave de von Neumann y

Morgenstern.

2. La paradoja de San Petesburgo



Histéricamente, el tema de la decisidn bajo indartibre aparece a principios del siglo
XVIII con Daniel Bernoulli, que resuelve en 1738paradoja de San Petesburgo propuesta
en 1713 por Nicolas Bernoulli, otro matematico ymar suyo proponiendo usar una
funcion de utilidad.

La paradoja de San Petesburgo es un experimentaingere involucra una loteria que
da un premio de:

— 2 rublos con probabilidad %;

— 4 rublos con probabilidad de %;

— 8 rublos con probabilidad 1/8;

— y asi sucesivamente.

O sea que hay premios de r2blos con probabilidad (1/2)paran = 1,2,3,..N. Por
tanto, la suma (el valor esperado)Nesi hayN vueltas. SIN tiende a infinito, el valor
esperado también. Sin embargo, nadie estaba dispupagar mucho por esta loteria.

Laplace planted que, pakamuy grande, no hay banca que pueda aceptar |stapeme
forma creible, asi que eso desde ya es un temvalgonéctico (también esta limitado lo que
uno puede apostar por la restriccion presupuestatiaidual). Por eso, consideremos qué
sucede para el caso d&=1000, que promete un premio en promedio de 1000su
(piensen en todo caso en pesos). Las respuestdasersobre la disposicidon a pagar fueron
2 (la mas numerosa), 3, 4, 8, 9, 10 y 100. Es deaitie estaba dispuesto a pagar el valor
esperado sino menos. Esta es la experiencia ppieaeste caso (parece que el valor modal
es entre 2 y 3 rublos).

La clave de la solucibn que ofrece Bernoulli es que se puede explicar el
comportamiento respecto a esta loteria por su esperado. Lo que propone Bernoulli es

que a los individuos no les interesa el pre xisino la utilidad del premilU(x). Si la

distribucion de probabilidad es discreta, el valgperado esta dado por
EXI=) px

y la utilidad esperada por



EUMX)I=Y. pU(X).

Bernoulli propuso en particular una utilidad logaita, que es concava y lleva a una
utilidad marginal decreciente del ingreso. Nosotrossideramos el logaritmo en base 10,

dondelog,,1=0, log,,10=1 y log,,100=2, por lo que queda claro que hay que ofrecer

cada vez mayores montos para que aumente lo mamnditlad (y un mismo aumento de
riqueza genera montos decrecientes de utilidad)laBteo de Bernoulli fue con logaritmos

naturales:
UX)=Inx = E[UX)]=E[nx]=Zpilnx

Como demostré Bernoulli para el caso de la paradi®j@an Petesburgo, el individuo no
va a estar dispuesto apostar mucho en este cakmsadnen el caso de que el premio
esperado sea infinito (la respuesta que le da goom mas de 2 rublos, lo que esta cerca
del valor modal del curso).

Sin embargo, la funcion de utilidad logaritmicaalcanza para explicar por qué no se
acepta apostar mucho por otras loterias que timehién un valor esperado infinito, por
ejemplo, ganar 2 pesos con probabilidad ¥2 o g2ha@esos con probabilidad Y. Para eso
hace falta introducir una caracteristica adiciogak la funcion de utilidad es acotada, a lo

que volvemos después.

3. Teoria de la utilidad esperada

Lo que mostraron von Neumann y Morgenstern es gu#ilidad esperada introducida
por Daniel Bernoulli se podia derivar de una see@xiomas simples.

A. Los axiomas de von Neumann y Morgenstern

Vamos a seguir basicamente la discusion en el a@eBdiel capitulo 2 de Davis y Holt
(1993) sobre este tema, que plantean una derivagi@ntir de seis axiomas:

(i) substitucion



(i) transitividad

(iii) dominancia(Davis y Holt tomara monotonicidagddado el caracter monetario de los
premios que estudian)

(iv) invariancia a diferentes representacior(@avis y Holt usan un caso particulkr,
reduccion de loteria compues}as

(v) comparabilidad

(vi) continuidad

Dos de estos supuestos ya los conocen bien pasdasibn de 6rdenes de preferencias.
El axioma (ii) detransitividad es basico a todos los ordenamientos de prefessnooa
ejemplo, las teorias de utilidad ordinal que reexmgon a las teorias de utilidad cardinal.
El axioma (v) decomparabilidadimplica que las preferencias son completas y estan
definidas sobre todos los premios.

Por otro lado, el axioma (iii) ddominanciaes la base de la racionalidad, el principio
estructurador de la economia. En su versibmdeotonicidagdes simplemente que si hay
loterias que pueden dar dos premios, uno menor rg bptayor, con diferentes
probabilidades, se prefiere una loteria que da mawababilidad al premio mayor y menor
al premio menor. Esto cubre, como caso especrabién que se prefiere un premio mayor
a otro premio menor (seria el caso donde las piiidedies de cada premio son 1).

El axioma (iv) danvariancia a diferentes representaciorestan basico que en general
esta implicito: da lo mismo decir que el vaso estdlio lleno o medio vacio, ya que ambos
son dos formas equivalentes de describir el misaso.v

Eso nos deja con dos axiomas mas. El axioma mé&iéisp de la teoria de utilidad
esperado es el axioma (i) siebstitucionque es uno de los que mas se han cuestionado. El
axioma (vi) decontinuidades un supuesto técnico de que siempre se puedeteraona
loteria que contiene el premio mayor y el premiononeque es justo indiferente a un

premio monetario.

B. Aplicacién de los axiomas para representar lasterias

Dado el caracter monetario de los premios, dadoexiste una preferencia por mas

plata en lugar de menos por el axioma (iii)denotonicidag se cumple trivialmente el



axioma (ii) de transitividad entre loterias.Lo mismo pasa con el axioma (v) de
comparabilidadentre todas las loterias. Es decir, estos dosrasson redundantes en este
caso de premios monetarios.

El axioma (vi) es el primero que tiene una conseciaeno trivial. Implica que si hay

tres premiosx;, X,, X;, tal que se cumpl x, <X, <X,, entonces es posible encontrar una

probabilidadv tal que el individuo esté indiferente entre elnpieintermedio cierto y una

loteria que consiste del premio menor y mayor:

X, ~ (v dex,(1-v)dex,).

Por el axioma (i) desubstitucion,si estamos indiferentes entre dos opcioxesy,
también vamos a estar indiferentes entre dos éstepiie solo difieran en esas dos opciones.
Ademas, si preferimos la opci&ray, vamos a preferir la loteria que contiena otra que
contiene la opciory si no difiere en el resto de los resultados pesibEl axioma de
substitucionpermite en particular reemplazar en una loterdaalquier premio intermedio

X (X, X;) por otro en términos cxy X, ya que si el premix, es indiferente a la loteria

(v dex;,(1-v)dex;), entonces

(p, dex,, p, dex,, p;dex;) ~ (p, dex;, p, de(v dex,,(1-v) dex;), p; dexs),

por lo que, sin pérdida de generalidad, todasdesihs se pueden reducir a loterias que
solo constan del premio menor y mayor. Desde &, ®fuesto puede no ser trivial: si
estamos indiferentes entre un helado de sambaydmdn, puede que no estemos
indiferentes entre dulce de leche granizado corbagém y dulce de leche granizado con
limén. Pero ese caso de los helados es diferentelapcombinacion de sabores en un
mismo cucurucho, por lo que la unidad seria la ¢oatidn de sabores. En las loterias de

von Neumann y Morgenstern, en cambio, hablamosedemiundos paralelos posibles con



probabilidadesp, , p, y p;, donde se supone que, todo lo demas igual, lidadilen el

mundo dos es independiente de lo que sucede emundos uno y tres.

El axioma (iv) de invariancia a diferentes representacionesbre el axioma dda
reduccion de loterias compuestasado en Davis y Holt. Por este axioma, una kmteri
compuesta de otras loterias se puede simplificaéremnos de la probabilidad final de los

distintos premios subyacentes. Para el caso reegerito de la loteri x,, tenemos que

(p, dex;, p, dex,, p;dex;) ~([p, + p,v] dex,[p,1-V) + p;] dex,),

ya que ambas tienen la mismas probabilidades d& t@spremios subyacentes.
Podemos simplificar ain mas las probabilidadesstm leteriax usando las expresiones

siguientes: g, =[p, + p,V], 7, =[p,(d—V)+ p;] =1- 7. De vuelta, esto nos lleva a otra

representacién equivalente de la loteria original:

([p, + pr]dex,[p,A-V)+ p;] dex;)~ (77 dex;, 77, dexs) .

C. Representacion con una funcion de utilidad esperada

Dada la representacion de todas las loterias emntés del premio menor y mayor,
podemos compararlas facilmente. Por el axioma (& monotonicidad la loteria

x = (75, dex,, 71, dex;) va a ser preferida a la lotely = (77, 'dex,, 77, 'dex,) si tiene una

mayor probabilidad del premio mayor, es decir, si

> 70

! Por este axioma podemos ir en sentido inversoegue axioma deancelaciénsi hay dos loterias que sélo
difieren en los resultados de una de las opcianentras que los restantes opciones dan igualaeiaéss,
podemos concentrarnos sélo en la opcién que difismplificando las loterias al eliminar aquellas
alternativas que dan los mismos resultados. Elnaxiale cancelaciénse llama también axioma de
independenciao axioma deindependencia de alternativas irrelevante®mo hicieron von Neumann y
Morgenstern.



Es trivial mostrar ahora que esto permite la regreion de las preferencias con una

funcion de utilidad. Denotemos la utilidad de lesmios mayoix, y menorx, por U (x;)

y U(x,). Luego, si definimos la utilidad de cualquier premwomo
U(x) =7U (x,) + 75U (%) ,
esta funcion de utilidad representa las preferesrsiidyacentes porque una loteria que tiene
mayor utilidad es necesariamente una loteria que®funa mayor probabilidad del premio
mayor. Como recién vimos, por monotonicidad taiiat es preferida por el decisor.

En conclusién, si las preferencias sobre loteriaspten con los seis axiomas de von
Neumann y Morgenstern, pueden ser representadamaduncion de utilidad esperada.

D. Representaciones alternativas de la funcion deilidad

Resulta que cualquier transformacion lineal crdeiema a representar el mismo

ordenamiento de preferencias bajo incertidumbrea>0, bOR. Sea la funcion

transformadzJ(x) :

U(x) =aU(x)+b.

Luego se sigue que

EUMXIZEU(Y)] < EU'(NIZEU'(Y],

por las propiedades de transformaciones lineatseartes:

E[U(X)] =aE[U(x)] +b.

Es decir, para conservar el mismo ordenamiento enxqpieede someter la utilidad

esperada de von Neumann y Morgenstern a cualqaigsformacion creciente, solo a una



transformacionlineal creciente. En esto, conserva algunas de las cesdictas de la
utilidad cardinal.

Esto se diferencia tajantemente de la utilidad naididonde es valida cualquier
transformacion crecientesi la funcion original es lineal, se puede hawam preferencias
puramente ordinales una transformacioén cuadréjea,es convexa, o una transformacion
logaritmica, que es cOncava. En un caso de dosdigue se representan en el plano con
curvas de indiferencia, para las preferencias aldisolo interesa el ordenamiento de
menor a mayor de las sucesivas curvas de indiferenc como van variando la altura de
una curva a la otra. Pasamos a esto abajo en nelte dd hablar de actitudes frente al
riesgo.

Dado que se pueden elegir arbitrariamente las aotesta>0 y bR en la
representacion de la utilidad, dado que cualquérsformacion lineal creciente representa

el mismo ordenamiento de alternativas en térmirostitidad esperada, x, es el premio
menor y X, es el mayor, se puede normalizar la funcion didati de manera que

U'(x) =0, U'(x;) =1 (omitimos estos detalles).

E. Actitudes frente al riesgo y utilidad del ingreso

Davis y Holt, en su seccién 2.4, tratan la maximia de la utilidad esperada y la
aversion al riesgo.

La funcién logaritmica de Bernoulli, es una funciéreciente (derivada primera
positiva) y concava (derivada segunda negativag.idea de concavidad de la funcién de
utilidad, con una derivada segunda negativa, faerporada en la revolucion marginalista
de 1870 como utilidad marginal decreciente de wm lyi luego como utilidad marginal
decreciente del ingreso (esto ultimo llevé a arguepara la redistribucion del ingreso)..

Estas discusiones fueron abandonadas cuando ejuenfwardinal de la utilidad fue
reemplazado alrededor de 1930 por el enfoque drdenka utilidad, ya que no se permiten
hacer no solo comparaciones interpersonales dedadjl sino comparaciones
intrapersonales de niveles de utilidad, ya queosgah los niveles absolutos de utilidad
como algo puramente arbitrario (lo “Gtiles” de lavelucion marginalista no se

consideraron una unidad de medida como el mettemaeratura o el dinero).



La idea mas amplia de utilidad esperada tuvo gperasotros tres cuartos de siglo para
ser incorporada a la economia, lo que sucede ia gata obra de 1944 de von Neumann y
Morgenstern sobre teoria de juegos. Como vimostiliad propuesta por Bernoulli fue
axiomatizada por von Neumann y Morgenstern, paue la teoria de utilidad esperada se
suele llamar utilidad de von Neumann y Morgensté&rane ciertas de las propiedades de la
utilidad cardinal, como por ejemplo una derivadgusela con un signo definido. El signo
de esta derivada segunda puede ser nulo (indifereicriesgo), negativo (aversion al
riesgo) o positivo (propension al riesgo). La difesia con la utilidad cardinal es que no
hay comparabilidad interpersonal de utilidadesqya cada escala es arbitraria dado que
cualquier transformacién lineal creciente tambiénuea representacion de las mismas

preferencias. Pero si hay un orden carddaah un mismo individuo

Indiferencia al riesgo

El valor esperado y la utilidad esperada de uneribotllevan a resultados similares
cuando hay indiferencia al riesgo. El caso de ardiicia al riesgo se puede representar por

una utilidad lineal en el ingreso:

UX=x = EUMX]=EX.

Es decir, si una loteria tiene mayor valor esperpgaotra, una persona indiferente al
riesgo va a preferir la loteria con mayor valorezafdo. Por tanto, maximizar la utilidad es
lo mismo que maximizar el valor esperado. Uno puesjeerar que las preferencias van a
ser lineales para apuestas “chicas”.

Volviendo a lo que hicimos més arriba, cuando usarloaxioma de continuidad, el

premio X, que era justo indiferente a la loteria del premayor y menor,

X, ~ (v dex;,(1-Vv) dex,),

es en este caso tal que



X, =V X+ 1-V)X.

Es decir, las probabilidadev y (1-v) son determinadas de forma actuarialmente

justas.
Aversién al riesgo

El ranking segun valor esperado y utilidad espeqagaden diferir una vez que hay
aversion o propension al riesgo. Con aversionealgo, una consecuencia es que la utilidad
esperada de un premio va a ser menor que la dtiléala esperanza del premio (que es

medio un trabalenguas). Es decir, el valor espedada loteria que se exige para aceptar el

riesgo va ser mayor que el premio Ciex,):

X, <V + (@=v7) X,

donde se cumple quv” <v, es decir, la probabilidad del premio menor varansenor

que la probabilidad actuarialmente justa.

Propensién al riesgo

Se cumple aqui que el premio cierto que resultderahte a la loteria tiene un valor

mayor que el valor esperado de la loteria:

% >V7 X+ (1-V7) X,

donde se cumple quv’ >v, es decir, la probabilidad del premio menor esonayla

probabilidad actuarialmente justa.

Descripcion de conductas que pueden ser tanto cuidiasas como riesgosas
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Si la utilidad es concava y tiene derivada segumetgativa, va a implicar aversion al
riesgo (ese es el caso de la funcién logaritmiedaipor Bernoulli). En cambio, en caso de
propensioén al riesgo, se puede representar poiofues convexas.

Como no siempre evitamos las apuestas, Friedmawagg critican la formulacion de
Bernoulli de utilidad marginal del ingreso siempeereciente en un artitulo de 1948,
planteando en cambio una funcién de utilidad cosagmento convexo (con preferencia al
riesgo) y otro coéncavo (con aversion al riesgo).

Si la funcion de utilidad esta acotada abajo Yarruna consecuencia que plantean
Blackwell y Girshick en 1954 es que la utilidadnpero va a tener un tramo convexo y

luego un segmento concavo. Un ejemplo de esa fdewarva es la curva logistica.

4. Enfoque de la economia en von Neumann y Morgeesh

Von Neumann y Morgenstern han tenido una graneniiia en la economia moderna,
pero mas en términos de enfocar la economia coraocuestion estratégica que en su
propuesta de una solucién de equilibrio, ya queraalhm que se usa es el concepto de
equilibrio de Nash propuesto por Nash en 1950.

Pero hay un gran aporte especifico de estos autarésoria de utilidad esperada que
sirve para modelar las decisiones bajo incertidemBsto esta en la base del andlisis de
teoria de juegos, donde inherentemente hay incemtide enddgena (¢, qué va a hacer el
otro jugador?). Ademas, es fundamental también reblgmas de decision donde hay
incertidumbre exdégena (por ejemplo, los agricukgrel clima). Recién discutimos eso.

En pasaje de su libro sobfeoria de juegos y comportamiento econénieol944,
plantean la diferencia de su enfoque estratégiao &o enfoque convencional, que
denominan el “enfoque de mercado”. El enfoque decau® es que el consumidor
maximiza utilidad, el empresario beneficios. Se edique maximizar es actuar
racionalmente, pero ellos hacen notar que estondepeel conocimiento y entendimiento
de los cursos de accién que tiene abiertos el@ecis

El caso de Robinson Crusoe es un problema de magdormalicionado) comun cuyas
variables controla el decisor [de esta manera tbespor ejemplo Samuelson el problema

econdmico en susundamentos del andlisis econdmice 1947]. Sin embargo, el
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problema del participante en economia social esatite al problema de Robinson Crusoe:
es conseguir el maximo de algo que no se contEdto no se trata en la matematica
clasica: si los intereses no son paralelos, no@sdgma simple de maximo, sino de juegos
de estrategia. La interdependencia de accionescesacida en los problemas clasicos de
duopolio y oligopolio, por el lado de la ofertatey lo que sigue remiten a Cournot, al que
después volvemos]. Del lado de la demanda se snoponehos demandantes, por lo que
no hay comportamiento estratégico.

Cuando hay grandes numeros se toma la competemtia kimite: pero hay que tener
cuidado de que no se formen coaliciones de un fiequémero de jugadores. La escuela
de Lausanne [es decir, la teoria de equilibrio geraesarrollado por Walras] que supone
gue no se forman coaliciones tiene que ser vedificdNash después va a plantear la
diferencia entre teoria de juegos no cooperatioadd no hay coaliciones, y teoria de

juegos cooperativa, donde si hay.]

5. Experimento de mercado basado en duopolio Courho

A. Instrucciones

Este experimento esta tomado de un articulo del€hiplt que salio en el volumen 75
del American Economic Reviewlay dos empresas, fila (empresa 1) y columna (gsap
2). Las estrategias de cada empresa son nivel@®decciong = 4,5,6,...22. Las empresas
eligen simultaneamente el nivel de produccion. heseficios 0 pagos de cada empresa

(77, ) dependen de los niveles de produccmnd,).

Ustedes son el jugador columna que tiene que degolumna. Se hacen tres rondas de
mercado. Ustedes tienen que hacer como si los pagosgtarios ficticios fueran pagos

monetarios reales.

B. Resultados

El gréfico 1 suma los resultados de las tres rardaso eran 6 mercados, hay en total
22 niveles de produccién cada periodo (a lo lamtasd tres vueltas, hay 36 observaciones).
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El valor modal, o la elecciéon mas comun, en las ioedas fue jugar 8, elegido 10 veces

(un 28% de las veces). El valor promedio de lasrvadas fue de 8.3.

Gréfico 1. Resultado tomando el promedio de las tre s rondas
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El gréfico 2 muestra las tres rondas lado a ladoalor 8 fue el valor modal en las

rondas 1y 3. Puede pensarse la eleccion de ustedesuna prediccion de como hay que
jugar este juego. Después lo comparamos con lascpienes del equilibrio de Nash de

este juego.

Gréfico 2. Resultado de las tres rondas en un mismo grafico
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Igual, se complica mirar todo en un mismo grafielaciendo un histograma de las
sucesivas rondas, tenemos los tres paneles dalggyBafEl valor mediano en las sucesivas
rondas es de 8, 9 y 8. La media, que esta masadéepbr los valores extremos, fue por su
parte de 7.7, 8.8 y 8.7.

Gréfico 3. Resultado en cada una de las tres rondas
A. Rondal
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