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1. Teoria de la utilidad esperada

Para explicar la violacion del axioma de cancelaci&ubstitucion, hay que hacer una
breve exposicion de la teoria de utilidad esperada.

Estas notas se apoyan en el capitulo 2 de Davdtyddie presenta una discusion
informal de este tema. También hay unas notas webaen el sitio de “History of

economic thought websitdittp://homepage.newschool.edu/het//home, l@mel ensayo

sobre “Uncertainy, information and games”.

A. Paradoja de San Petesburgo

Davis y Holt, en su seccion 2.4, tratan la maxiriiza de la utilidad esperada y la
aversion al riesgo.

Histéricamente, el tema aparece a principios dgb 3{VIIl con Daniel Bernoulli, que
resuelve en 1738 la paradoja de San Petesburgogsiapen 1713 por Nicolas Bernoulli,
otro matematico (y primo suyo). Esta loteria dgoremio de 2 rublos con probabilidad
Y, de 4 rublos con probabilidad de Y4, etc., ols@apremios de"2ublos con
probabilidad (1/2), paran = 1,2,3,..., por lo que la suma (el valor espeyad infinita.

Sin embargo, nadie estaba dispuesto a pagar muctesia loteria.



La clave de la solucion es que no se puede exgicamportamiento respecto a esta
loteria por su valor esperado, que es infinitoque propone Bernoulli es que a los
individuos no les interesa el premxq sino la utilidad del premit) (x) .

Si la distribucién de probabilidad es discreta,ntris que el valor esperado esta dado

por
E[XI=) px,

la utilidad esperada esta dada por:
EU(X1=2. pU(x)-

Bernoulli propuso en particular una utilidad lograita, que es concava y lleva a una
utilidad marginal decreciente del ingreso:

UX)=Inx = EUX)]=E[InX].

Como demostré Bernoulli para el caso de la paradi®j@an Petesburgo, el individuo
no va a estar dispuesto apostar mucho en esteSiasembargo, la funcién de utilidad
logaritmica no alcanza para explicar por qué nacepta apostar mucho por otras loterias
gue tienen también un valor esperado infinito,ggemplo, ganar 2 pesos con
probabilidad ¥2 o ganaf 2esos con probabilidad Y4. Para eso hace faltduntir una
caracteristica adicional, que la funcién de utdiés acotada, a lo que volvemos

enseguida.
B. Actitudes frente al riesgo y utilidad del ingres
La idea de concavidad de la funcidn de utilidaah, derivada segunda de la funcién de

utilidad negativa, fue incorporada en la revoluaidarginalista de 1870 como utilidad

marginal decreciente. Pero la idea mas ampliaitidad esperada tuvo que esperar otros



tres cuartos de siglo para ser incorporada a lacget@, lo que sucede a partir de la obra
de 1944 de von Neumann y Morgenstern sobre teerjasdjos.

La utilidad propuesta por Bernoulli y axiomatizgua von Neumann y Morgenstern
(por lo que la teoria de utilidad esperada se Slaeter utilidad de von Neumann y
Morgenstern) tiene ciertas de las propiedades d#lidad cardinal, como por ejemplo
una derivada segunda con un signo definido. Elostinesta derivada segunda puede ser
nulo (indiferencia al riesgo), negativo (aversibniesgo) o positivo (propensién al
riesgo).

El valor esperado y la utilidad esperada de urailtlevan a resultados similares
cuando hay indiferencia al riesgo. El caso de ardricia al riesgo se puede representar

por una utilidad lineal en el ingreso:

UX)=x = E[UX)]=E[X].

Es decir, si una loteria tiene mayor valor especaaaotra, una persona indiferente al
riesgo va a preferir la loteria con mayor valoregado. Por tanto, maximizar la utilidad
es lo mismo que maximizar el valor esperado. Uredliplesperar que las preferencias
van a ser lineales para apuestas “chicas”.

Si la utilidad es céncava y tiene derivada segumadgtiva, va a implicar aversion al
riesgo. Una consecuencia es que la utilidad deemip va a ser menor que la utilidad
de la esperanza del premio. El ranking segun \esperado y utilidad esperada pueden
diferir una vez que haya aversion al riesgo.

Como no siempre evitamos las apuestas, Friedmawagg critican la formulacion de
Bernoulli de utilidad marginal del ingreso decratéeen un artitulo de 1948, planteando
en cambio una funcién de utilidad con un segmeaiwyexo (con preferencia al riesgo) y
otro concavo (con aversion al riesgo).

Si la funcién de utilidad esta acotada abajo Yarnina consecuencia que plantean
Blackwell y Girshick en 1954 es que la utilidadnpero va a tener un tramo convexo y

luego un segmento concavo. Un ejemplo de esa fdentairva es la curva logistica.



C. Transformaciones lineales crecientes

Cualquier transformacion lineal creciente de lad#d de von Neumann y Morgenstern

va a representar las mismas preferencias bajalgettire, corm>0, bOR:
U'(x)=aU(xX)+b = UX)=U(y) = U'(X)=U'(y).

Ademas, estas transformaciones también consenaiselo ordenamiento bajo

incertidumbre:
EU(X]ZEU(Y)] = E[U'(X]zEU'(y)].

No se puede someter a la utilidad esperada a daatgansformacion creciente, sino
tiene que ser una transformacion lineal creciatdade se puede multiplicar la utilidad
por un factor positivo y sumar una constante quelpiser negativa. Esto se diferencia de
la utilidad ordinal donde es valida cualquier tfarmmacion creciente.

Dado que se pueden elegir arbitrariamente las aotesta> Q b[ORen la
representacion de la utilidad (ya que cualquiarsi@macion lineal creciente representa

el mismo ordenamiento de alternativas)xses el menor premio ¥, es el mayor, se
puede normalizar la funcién de utilidad de manemald)'(x,) =0, U'(x,) =1, para lo
gue se precisa:

1 b Y

U -UG)  U()-U(x)

Vamos a usar esta normalizacién en lo que sigue.

D. Derivacion de la utilidad esperada usando los &éxmas de von Neumann y

Morgenstern



Lo que mostraron von Neumann y Morgenstern esajuélidad esperada se podia
derivar de una serie de axiomas simples. Vamoguirdgasicamente la discusion en el
apéndice 3 del capitulo 2 de Davis y Holt sobre &sha, donde usan los mismos seis
axiomas que Tversky y Kahneman mencionan. Lo guedh elbxioma de substitucion
es elaxioma de cancelaciéen Tversky y Kahneman, y &ioma de reduccién de
loterias compuestass un caso especifico @elioma de invarianciae Tversky y
Kahneman.

Dado el caracter monetario de los premios, y léepeacia por mas plata en lugar de
menos, se cumplen trivialmenteagioma de transitividag el de comparabilidadpor el
gue las preferencias son completas y estan dedisiolare todos los premios.

El axioma de continuidagnplica que si hay tres premios, X, , X,, tal que se cumple
X <X, < X;, entonces es posible encontrar una probabilidaal que el individuo esta

indiferente entre el premio intermedio y una I@eyile consiste del premio menor y

mayor:

X, ~ (U dex,,@d-Vv) dex,)

Por elaxioma de substitucigmsi estamos indiferentes entre dos opcicney,
también vamos a estar indiferentes entre dos &stepiie solo difieran en esas dos
opciones, y si preferimos la opcignay, vamos a preferir la loteria que contiereotra

gue contiene la opciony que no difiere en el resto de los resultadaiybes:

x>y < (p dex,p,dex p,dex;)>(p, dex, p, dey, p, dex,)

El axioma de substitucigse llama también @lxioma de cancelaciéfo de
independencia, o de independencia de alternativakeivantesde von Neumann y
Morgenstern), ya que por este axioma podemossestido inverso y simplificar las

loterias, eliminando aquellas alternativas queldamismos resultados.



El axioma de substituciopermiten reemplazar en las loterias cualquier fgrem

intermediox, (1 (X, X; ypor una loteria en términos dey Xx,, ya que si el premix, es

indiferente a la loterigv dex,, (L-v) dex, ,)entonces

(p, dex,, p, dex,, p; dex;)~ (p, dex, p, de(v dex ,(1-v) dex;), p; dex,),

asi que, sin pérdida de generalidad, todas laddetee pueden reducir a loterias que solo
constan del premio menor y mayor.

Por elaxioma de invariancia diferentes representaciones, una loteria cortgpdes
otras loterias se puede simplificar, ya que loiqymorta es la probabilidad final de los
distintos premios subyacentes. Esto cubex@ma de reduccion de loterias compuestas

en Davis y Holt. Para el caso recién descrito,terseque

(p, dex;, p, dex,, p; dex;)~ ([p, + pv] dex,[p,1—V) + p;] dex;).

Con la normalizaciotd (x,) =0, U(x,;) =1, la utilidad esperada es:

E[U(p, dex,, p, dex,, p; dex;) | = p,d-v) + p;.

Para el caso de la loteria compuesta que analiz&hdanutilidad esperada es por
tnato igual a la probabilidad del premio mayor.dénsecuencia, las preferencias sobre
loterias pueden ser representadas por la funcionildiad esperada.

Finalmente, se agregaatioma de monotonicidagor el que la loteria

x=(gdex;,(1—q) dex,) va a ser preferida a la loterje= (r dex,,(L-r )dex, sitiene

una mayor probabilidad del premio mayor, es dscir,

1-q>1-r.

Este supuesto o restriccion adicional tiene quewosrel principio de racionalidad que

es ubicuo en economia, siendo util a nivel de estdcion empirica de la teoria. Usando



la normalizaciorJ (x,) =0, U(x;) =1, se tiene que la utilidad de estas loterias esta d

por:

E[U (3] = qU(x) + L-qU (x,) =1-g,
E[U (y)] = 1U (%) + - 1)U (%) =1-r.

Por tanto, una loteriacon una mayor probabilidad que la loteride llegar al premio
mayor va a ser preferida. Al mismo tiempo, va aas@nada un nimero mayor por la
funcidn de utilidad esperada, que en nuestra naratabn es la probabilidad del premio

mayor.

E. Violaciones de los axiomas de von Neumann y Magstern en los problemas de
Tversky y Kahneman

Cuando se comparan los problemas 10 y 11 en Tvgrkl@hneman, se trata de las
mismas probabilidades finales sobre premios, pquéporinvarianciatenemos que las
opciones F en 11 y D en 10 tienen que ser indifesen

(0,75de0; 025de(0,80de45, 020de0)indiferente(080de0; 020de45).

Sin embargo, en clase se prefirié en 7 de 19 @&es(0,7/5de 0;025de30) sobre
F =(0,75de0; 025de(0,80de45,020de0)), mientras que en sélo 1 de 19 casos se
prefirio a C=(0,75de 0;025de30) sobre D£080de0; 020de4 5) Esto implica
decisiones inconsistentes con la teoria de utiletgbrada, ilustrando el punto de
Tversky y Kahneman de que diferentes representesinos pueden llevar a diferentes
decisiones. Es lo que llaman el “efecto seudodhembre” en el problema 11 (porque en
la segunda etapa una de las opciones no implisgaje

Respecto a su representacion por utilidad espaemzmos que las opciones Dy F

implican una utilidad esperada de



E[U (075de0; 025de(0,80de45, 020de0)] = 08QU (0) + 020U (45).

En tanto, las opciones C y E implican una utiliéagderada de

E[U (075de0; 025de30] = 073U (0) + 025U (30).

Trabajando con la representacion de utilidad espesa D es preferida a C,

080U (0) + 020U (45) > 075U (0)+ 025U 30) = 020U (0) + 080U (45) >U (30).

Pero en el problema 9, aquellos que cambiaronfarpr80 con certeza a la loteria
gue daba 45 con una probabilidad del 80% no hicikr@ue haria un decisor con
preferencia a la von Neumann-Morgenstern. Estd keneado “efecto certeza” que
introdujo Allais con su paradoja.

La manera en que lo discuten Tversky y Kahnemaoe® una violacion delxioma
de substitucion o cancelaciosi en la representacion en dos etapas de losepnab 10 y
11 eliminamos el 75% de casos donde no hay ninggmip, nos quedamos con el

formato del problema 9:

(075de0; 025de30) = (075de0; 025de(0,80de45,020de0)
~ (1de30) > (0,80de45, 020de0).

En resumen, la comparacion de las respuestaspadbemas 10 y 11 muestran que se
viola elaxioma de invariancia a la representacj@ue es lo mas basico que uno espera
de un decisor racional (si es el mismo problemdekxripcion no tendria que cambiar la
respuesta). La comparacion de los problemas 9gs bdmo fue presentado por vez
primera por Allais en 1953 el asunto de decisionesnsistentes con la teoria de utilidad
esperada, e implica especificamente una violaabaxdoma de substitucion o

cancelacion



2. Experimento de mercado: demanda, oferta y efianeia

Esto es una aclaracion puntual respecto a la déstdsl experimento de mercado la
clase pasada.

Para entender bien el experimento de mercado ideaddernon Smith para testear el
modelo de competencia perfecta, hay que entendar se pueden derivar las curvas de
oferta y demanda del grafico 1.2 de las valuaciamdigiduales en el cuadro 1.1 del
capitulo 1 de Davis y Holt.

En el cuadro 1.2, ellos luego contrastan las peauhies de diferentes modelos para

estos mismos valores de parametros.



